ANALISIS REAL.

Primer Cuatrimestre de 2004.

Practica 4.

PRACTICA: ESPACIOS LP.

1. Sean ¥ C R" de medida finita y 1 < p; < py < 0.
a) Probar que LP*(E) C LP*(E).
b) Mostrar que |E| < oo, es una condicién necesaria para la inclusién.

2. Probar que:

a) Si fo—n_oof en LP(E), para algiin p : 1 < p < oo, entonces f,——, .oof
sobre F.

b) Si fo—n-oof en LP(E), gn—n-g en LUE), y 1/p+ 1/q¢ = 1, entonces
fngn—)nﬂoofg en LI(E)

c) Si|E| <00y fn—nooof en L>®(E), entonces f,—n—of en LP(F), para todo
p=1L

3. Dadas las funciones f,, : [0,1] — R,

er, 0<z<1/n

0, en otro caso,

probar que f,—n 000 a.e. ¥ fn——n_o0, pero f, no converge en L?([0,1]) para
p:1<p<oo

4. Sean E C R" medible, (f,)n>1y f en LP(E), parap: 1 < p < oco. Probar:

a) ”fn - f”LP(E)—’nﬂooO = an||LP(E)—>n~>oonHLP(E)-
b) Si fn—n—oof a.e. sobre E, entonces:
||fn||LP(E)—>n—>OO||f||LP(E) = ”fn - f||LP(E)—>n—>ooO-

(Sug.: Aplicar el Lema de Fatou a la sucesién: g, (z) = 2°71(| f,.(z)|P + | f(2)[P) —
|[fulx) = f(2)P.)

5. Si fo—nooof en LP, 1 < p < 00, gn—n—oog Puntualmente y ||g,llcc < M, para
todo n € N, probar que f,¢,—n_—oofg en LP.

6. Sea E = [0,1/2]. Probar:



a) f(z) =27 YP(Inax=1)"2P € [P(E), (1 <p< o), pero f & L"(E) sir > p.
b) g(x) =Inxz~' € LP(E) para todop: 1 < p < oo, pero g &€ L®(E).

7. Sea E = [0,00). Probar que f(z) = 27 V2(1+|Inz|)~! € L*(E) pero f ¢ LP(E) para
ningin p: 1 <p < oo,y p # 2.

8. a) Dadas funciones f € LP(R") y g € L’ (R") donde 1/p + 1/p’ = 1, probar que
la convolucién f * g(z) existe y es finita para todo = € R*. Ademéds define una
funcién acotada y uniformemente continua.

b) Dado E C R" tal que 0 < |E| < oo, probar que:
E - E={zx—y:x,ye L}

contiene un conjunto abierto no vacio. (Sug.: considerar g * x_g.)



